
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکرات پیش از آزمون:

 ضمن آرزوی موفقیت برای شما داوطلب گرامی، خواهشمند است به نکات زیر دقیقاً توجه فرمایید:

  است. ساعت ۴و وقت آن  سؤال ۹تعداد سؤالات این آزمون 

 شود نام و نام خانوادگی خود را حتماً بنویسید.که به شما داده می بر روی هر برگه پیش نویس 

 ای ننویسید.در زیر خط چین بالای پاسخنامه غیر از جواب سؤالات هیچ علامت یا عبارت مشخصه 

 آوری نماید.را ملاحظه و جمع هاآنی خود را در دسترس نگه دارید تا مسئول مربوط بتواند معرفی نامه و کارنامه 

 .استفاده از ماشین حساب مهندسی که قابل برنامه ریزی نباشد، مجاز است 

 به هر شکل که باشند، مجاز نیست. هاآلماناکها و های نجومی، اطلساستفاده از جدول 

 شود. لذا آن را قبل از شروع آزمون به هنگام آزمون همراه داشتن تلفن همراه )خاموش یا روشن( تخلف محسوب می

 تحویل دهید. مسئول حوزه

 .نتایج این آزمون در اواخر خرداد ماه اعلام خواهد شد 

 تهیه شده است. کامبیز خالقیی تشریحی این آزمون توسط آقای پاسخنامه 

 

 و پاسخ تشریحیدفترچه سوالات 
 اولمرحله 

 ۱۳۷5ریاضی سال لمپیاد ی ادوره چهاردهمین

۲5                                  -                                      ۱۲۰ 

 تذکرات آزمون:

از پاسخ به سؤالات آزمون به موارد زیر توجه پژوه گرامی، خواهشمند است قبل ضمن آرزوی موفقیت برای شما دانش

 کنید:

  است.دقیقه  ۱۲۰و وقت آن  ایسوال چند گزینه ۲5این آزمون شامل 

 حساب در این آزمون غیر مجاز است.استفاده از ماشین 

  نیستهمراه داشتن تلفن همراه )حتی خاموش( در طول زمان آزمون مجاز. 

 سؤالات را با خود ببرند که تا پایان آزمون در جلسه حضور داشته باشند.ی توانند دفترچهفقط داوطلبانی می 

  انجام شده است.ی اجرایی ماخ کمیتهانتشار و بازتولید این سوالات توسط 

 

 

 

 حساب در این آزمون مجاز نیست.استفاده از ماشین



 

۲     
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x یمعادله         -1 x( ) ( )4 15 4 15  دارای چند جواب است؟ 8

 

        تعداد نامتناهی جواب (هـ              تعداد متناهی جواب (د             دو جواب (ج                یک جواب (ب             جواب ندارد. الف(
 

رقم راست عدد        -2
23 1723  برابر است با : 17

 

 8 (هـ 6 (د 4 (ج 2 (ب                0 الف( 
 

کنیم. مساحت مربع باشد. هر رأس مربع را به وسط ضلع مقابلش وصل می 1در شکل زیر فرض کنید مساحت مربع بزرگ برابر          -3

 کوچک چقدر است؟

الف(
1
4

    

(ب
1
5

         

(ج
1
6

           

(د
1
7

            

(هـ
1
8

 

 

}ی حداقل چند عضو از مجموعه        -4 , ,..., }2 3 مانده دارای این خاصیت باشد که حاصل ی باقیطوری که مجموعهرا حذف کنیم به 1375

 یک از دو عضوش در خودش نباشد؟ضرب هیچ
 
 

 96 (هـ 76 (د 56 (ج 36 (ب 16 الف(
 
 

n...1فرض کنید مجموع       -5 یک از اعداد زیر بر کدام nصورتاند. در اینهای آن مساویرقمی باشد که رقمیک عدد سه 2

 پذیر است؟بخش

   

 11 (هـ 8 (د 7 (ج 6 (ب 5 الف( 

 

CHارتفاع باشد و ABC،CHمثلثفرض کنید در          -6 AB2یصورت بزرگترین مقدار زاویه. در اینC : برابر است با 

 

  120(هـ                             90(د                              60(ج                           45(ب                            30الف(

 

ها را به دلخواه به دو دسته تقسیم دانیم که اگر این وزنهکیلوگرم است. می 10تعدادی متناهی وزنه داریم که وزن هر یک حداکثر         -7

 تواند باشد؟ها چند کیلوگرم میشود. بیشترین وزن مجموع وزنهکیلوگرم می 10ها حداکثر های یکی از دستهکنیم مجموع وزن
 

 40 (هـ 35 (د 30 (ج 25 (ب 20 الف(



 
 

۳ 
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های آنها نیز متفاوت است. اگر داشته یک رقم باشد و اگر دو حرف لاتین متفاوت باشند حتماً رقم هنمایندفرض کنید هر حرف لاتین         -8

باشیم
SIX

NINE

2
3

 برابر است با: Iصورت مقداردر این 

 

 5 (هـ 4 (د 3 (ج 2 (ب 1 الف( 

 
 کهطوریدو عدد حقیقی باشند به yو xاگر          -9

x x y y( ) ( )2 21 1 1 

 توان گرفت چیست؟ای که میترین نتیجهصورت دقیقدر این
 

xالف( y x(ب            0 y x(ج             0 y x(د                0 y   اندهم علامت yو x (هـ             0

 

aاگر          -10 bو 0 0 و 0  :صورت داریمدر این 1
 

 الف(
a b b aa b a b            ب) a b a b1        ج) 

a b
a ba b ab( )

1
4   

a (د b a b( ( ) ) ( )2 2 21  الف و ب و ج هر سه صحیح است. (هـ          1
 
 

کنیم. اگررسم می ACو AB ،BCترتیب بر اضلاعو را به OPو OM ،ON، عمودهایABCدر درون مثلث Oهاز نقط        -11

AM 3،MB 5،BN 4،NC CPو 2  برابر است با: APصورت مقداردر این 4
 

2(ب   3 الف(  2(د 4 (ج 2 2 (هـ 3 2  

 

گیریم و ازرا در نظر می Bو Aهای گذرا از نقاطاست. تمام دایره Cو Aای میاننقطه Bاند وروی یک خط واقع CوA،Bنقاط        -12

C صورت مکان هندسی نقاط تماس برابر است با :کنیم. در اینهایی بر آنها رسم میمماس 
 

 کدامهیچ (هـ        یک بیضی (د دایرهیک نیم (ج یک دایره (ب  یک خط راست الف(

 

xیمعادله         -13 y2 1  در اعداد طبیعی چند دسته جواب دارد؟ 3

 
 نامتناهی جواب  (هـ            جواب 4 (د جواب 3 (ج  جواب 2 (ب جواب 1 الف(
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را در نظر بگیرید. فرض کنید Cی محاط در داخل دایره ABCمثلث  -14

AD هـاز زاویـسـمـیـنA رـد. اگـاشـبAB BC AD2  ، در 2

 برابرند با : ABCاینصورت زوایای مثلث
 

  15،30،135 الف(

  30،60،90 (ب

  45،45،90 (ج

  20،40،120 (د

 15،60،105 (هـ

 

که طوریدو عدد طبیعی بوده به bو aفرض کنید        -15
a b

b a

1 1
علیه مشترکصورت بزرگترین مقسومعددی طبیعی باشد. در این 

a وb بهترین جواب ممکن مورد نظر است(؟یک از اعداد زیر بزرگتر نیست )از کدام 

 

aالف( b  ب)
a b

a b

( )2 22
(ج  

a b

a b

( )2 23
  

(د
a b2 2
2

a(هـ                       b 1 

 

3کهطوریدو عدد باشند به و فرض کنید         -16 26 13 3و 1 26 13  صورت مقدار. در این19

 یک از مقادیر زیر است؟برابر کدام

   7 (هـ           6 (د                                  5 (ج                      4 (ب           3 الف(

 

های دو دسته مساوی باشد. طوری که مجموع رقمهای آن را به دو دسته تقسیم کرد بهرا متعادل گوییم هرگاه بتوان رقم aعدد        -17

aو aکهطوری، بهaکوچکترین عدد  گیرند؟های زیر قرار مییک از فاصلهمتعادل باشند در کدام 1

  

100,الف( 200,(ب 200 300,(ج  300 400,(د 400 500,(هـ  500 600  

 

کنیم. فرض کنید رسم می ACو ABخطوطی موازی اضلاع Mگیریم و ازدر نظر می BCرا روی Mینقطه ABCمثلثدر        -18

الاضلاع حاصلمساحت متوازی
5
18

 کند؟را به چه نسبتی تقسیم می BCضلع Mیصورت نقطهمساحت مثلث شود. در این 

 

 3به  1 (هـ 9به  2 (د 5به  1 (ج 4به  1 (ب 6به  1 الف(

 
ای در یک قطر مشترک نباشند کره به چند صفحهگذرند تقسیم شده است. اگر هیچ سهصفحه که از مرکز آن می 9 یهوسیلیک کره به -19

 شود؟قسمت تقسیم می

 74 (هـ                        81 (د                         76 (ج                         92(ب                 82الف(

 

A 

C 
D 

B x 



 
 

5 
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Aالزاویهدر مثلث قائم       -20 ABC(  ACHو ABHهایهای محاطی مثلثکنیم. اگر شعاع دایرهرا رسم می AHارتفاع 90(

 برابر است با : ABCباشند آنگاه شعاع دایره محاطی مثلث 3به  1ترتیب برابر به
 

2(ج                          10 (ب                             5 الف(  4/(د                              2  3 (هـ                           5
 

fفرض کنید       -21 x ax bx c( ) x0ازای، و به2 fداشته باشیم،  1 x( ) aصورت ماکزیمم مقدار. در این1 b2 

 تواند باشد؟چه می
 

  10 (هـ                                9 (د                               8 (ج                             7 (ب                             6 الف( 

 

xکه عبارتطوریرا بیابید به xمجموع تمام اعداد مثبت        -22 x33 2  ازای آنها عددی صحیح شود.به 2
 

3(ب  2الف(   5(ج  4

(د
2 5

5 1
3 3

(هـ                      
( )5 3 2 1

3
  

 

 

 اش گنگ باشد.صفحه لااقل از یکی از این نقاط فاصله که هر نقطهطوریه در نظر گرفت بهنقطه باید در صفححداقل چند         -23

 

                    نقطه 4 (ج                                                             نقطه 3 (ب                                               نقطه 2 الف(

 توان این کار را انجام داد.با تعدادی متناهی نقطه نمی (هـ                        نقطه 5 (د

 

فرض کنید         -24
x

x
f x( )

4

4 2
 دست آورید :صورت مقدار عبارت زیر را به. در این

S f f f...
1 2 13
14 14 14

 

 

5/5 (هـ 5/4 (د 5/6 (ج 5/8 (ب 7 الف( 
   

دقیقاً  9تا  0های آنها هر یک از اعداد که مجموع اعدادی طبیعی باشند که در رقمطوریرا بیابید به 100تا  1تعداد تمام اعداد بین          -25

90یک بار آمده باشد. )مثال:  0 1 52 3 4 6 7 8 9) 
 
 23 (هـ 19 (د 15 (ج 11 (ب 7 الف( 
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 پاسخ  تشریحی
 

 گزینه )ج( صحیح است.          -1
 

aفرض کنید که  4  صورت روشن است کهدر این. 15

a

( )( )4 15 4 15 1
4 15

4 15
 

xپس صورت مسأله به معادله  xa a  شود. بنابراین،تبدیل می 8
x x x x xa a a a a( )28 0 8 1 0 4 15 

xکه دارای جوابهای  xو  1  است. 1

xاز طرف دیگر، فرض کنید  راه حل دوم: x y ya a a a .دهد که ای نشان میمحاسبه سادهx y x ya a a a( )( )1 پس 0

xیا  y  و یاx y .پس معادله جواب دیگری ندارد 
 

 گزینه )الف( صحیح است.          -2
 

aباید باقیمانده تقسیم عدد  23 1723 پیدا کنیم. توجه کنید که  10را برابر  17
10

23  و 3
10

223  . پس1

( )
10 10

23 1123 1 3 3 

همچنین، 
10

17 و 3
10

217  . پس1

( )
10 10

17 817 1 3 3 

aپس 
10 10

3 3  صفر است. aو بنابراین، رقم سمت راست  0
 

 گزینه )ب( صحیح است.               -3
 

 الزاویه نشان داده شده با هم برابرند.های قائمهمه مثلثاگر به شکل زیر دقت کنید، خواهید دید که 
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اند های بیرونی را جایگزین کنیم به پنج مربع که هر یک با مربع کوچکتر همنهشتهای درونی مثلثهمچنین اگر در مربع اصلی به جای مثلث

S5باشد، آنگاه  Sرسیم. پس اگر مساحت مربع کوچک برابر می Sو بنابراین 1
1
5

. 

 
 گزینه )ب( صحیح است.           -4

  

,...ابتدا دقت کنید که اگر اعداد  ,3 -زیرا بهضرب دو عضو دیگر نخواهد بود مانده هیچ عضوی حاصلرا حذف کنیم، در مجموعه باقی 37و  2

aچون  bو  aمانده مانند ازای هر دو عضو مجموعه باقی b, ab پس 38 238 1375. 

a2عددی طبیعی باشد و  aدهیم که گزینه )الف( نادرست است. ابتدا توجه کنید که اگر از طرف دیگر نشان می   a، آنگاه از بین 37

aهای دست کم یکی باید حذف شود. حال اگر همه زوج a2و  a( , a2را که  2( مربع کامل نیست در نظر بگیریم، از هر زوج  aو  37

است، پس  32با خاصیت بالا برابر  aدو متمایزند. چون تعداد اعدادی مانند شده دوبهمرتب دست کم یک مؤلفه باید حذف شود و اعداد حذف

 عضو باید حذف شوند. 32دست کم 
 

 .    گزینه )ب( صحیح است         -5
 

فرض کنید 
n n

S n
( )1

1 2
2

aaaبرابر عدد   a111 111که شود. با توجه به این 3 ، پس 37

n n| ( )37 nیا  nعددی اول است،  37و چون  1 پذیر باشد. اما چون بخش 37باید بر  1
n n( )1

1000
2

nپس   پس 50

n nیا  36 nدهد که تنها و یک بررسی ساده نشان می 37  قابل قبول است. 36
 

 گزینه )د( صحیح است.          -6
 

)Cالساقین الزاویه متساویابتدا توجه کنید که در مثلث قائم  صورت ویژگی مورد نظر برقرار است. حال فرض کنید که ؟؟؟ . در این 90(

AB c a b ab C a b ab ab C

ABCH
S

cos sin

.

2 2 2 2 2 22 2 2

4
4

2

 

CHپس  AB2 .که خلاف فرض است 
 

 گزینه )ج( صحیح است.          -7
 

کیلوگرم باشد.  30تواند برابر ها میدهد که مجموع وزن وزنهکیلوگرم است، نشان می 10ابتدا توجه کنید که انتخاب سه وزنه که وزن هر کدام 

nکنیم که این حداکثر ممکن است. فرض کنید ثابت می
w w w1 را کوچکترین عدد طبیعی  kها را نشان دهد. وزن وزنه 2

kبگیرید که
w w1 k. پس چون 10

w w1 1  داریم،  10

k
w w110 20 

nپس بنابر فرض مسأله 
w w1  و در نتیجه، 10

n
w w1 20 10 30 
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 گزینه )د( صحیح است.         -8
 

aفرض کنید  SIX و b NINE چون .
a

b

2
3

bدانیم که و همچنین می  Nپس 2000 I . پس1 های . حال بازه1

, , , ,..., ,12101219 13101319 ها قرار دارد. اگر مثلاً در یکی از این بازه bها، گیریم. با توجه به گزینهرا در نظر می 15101519

b1210 a، آنگاه با توجه به 1219 b
2
3

a806داریم   نیست،  2از اعضای این بازه رقم دهگانشان یک و چون هیچ 812

b1310شود. اگر پس از اینجا جوابی پیدا نمی b1410شود. اما اگر طور مشابه جوابی پیدا نمی، به1319 شود نتیجه می 1419

a940که  946. 

bهای از اینجا مثلاً جواب a,1413 I آید. پسدست میبه 942 4. 

 
 گزینه )د( صحیح است.          -9
 

 توجه کنید که رابطه داده شده معادل است با 

x x y y
y y

2 2

2

1
1 1

1
 

 پس، 

x y y x

x y y x x y

x y xy

x y x y xy

x y x y x y xy

( ) ( )( )

( )( )

( )( )

2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 2

1 1 2

 

xدر نتیجه، داریم  y xy2 2 2 x ؛ یعنی0 y y. برعکس اگر 0 xعبارت ، 

x y y( )( )2 21 1 

 برابر 

x x x x( )( )2 21 1 
 است. 1خواهد بود که عبارت فوق نیز برابر 

 
 این مسأله نادرست است.         -10

 

fاند در حالی که گزینه )ج( نادرست است. توجه کنید که تابع های )الف( و )ب( درستکنیم گزینهثابت می x x( xازای به ( 0 ،

مثبت یا منفی باشد، تابعی صعودی یا نزولی است. پس اگر  بسته به اینکه 
a b
f x a b(  صعودی است و در نتیجه،  ,(

a b

a ba b

a b a
f f
bb a
( ) ( )1 1 

و اگر 
a b
f x a b(  نزولی است و در نتیجه،  ,(



 
 

۹ 
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a b

a ba b

a b a
f f
bb a
( ) ( )1 1 

a و در هر حال گزینه )الف( درست است. در گزینه )ب( فرض کنید bصورت، . در این 

a b f a b f b b b b b a b( ) ( )1 1 1 1 

aاگر  b ،توانید نشان دهید که باز هم با استدلال مشابهی میa b a b1  .و در هر حال، گزینه )ب( درست است 

aاما گزینه )ج( نادرست است. فرض کنید  b .شود به صورت حکم این گزینه تبدیل میدر این 
a

aa a( )
2 1

2 2 4 
 یا

a aa a a
1

2 2 

aa ارز است باکه هم a
1

2 a. اما اگر 2
1

1
2

aآنگاه، چون    aو  1
1

0
2

شود نتیجه می 
a
a

1
2 aaو بنابراین  1 a

1
2. 
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 بنابر قضیه فیثاغورس،

AM OM OA AP OP

CP OP OC CN ON

BN ON OB BM OM

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

 

 شوداگر این سه رابطه را با هم جمع کنیم، نتیجه می

AM CP BN AP CN BM2 2 2 2 2 2 

APاگر مقادیر داده شده را در رابطه بالا جایگذاری کنیم مقدار  2  آید.دست میبه3
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 ها با دایره باشد، نقطه تماس یکی از مماس Xاگر 

 

 
 

A 

X 

C 
N 

P O 

M 

B 

A 
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 بنابر قضیه فیثاغورس قوت نقطه، 

CX CACB.2 
CXای باشد که نقطه Xکند. از طرف دیگر، اگر روی یک دایره تغییر می Xمقداری ثابت است. بنابراین  CXپس  CACB.2  وX 

گذرد و خط ؟؟؟ بر این دایره مماس است. اما اگر ؟؟؟ روی خط ؟؟؟ باشد، به ای از سه نقطه ؟؟؟، ؟؟؟ و ؟؟؟ مینباشد دایره ABروی خط 

-؟؟؟ که دو نقطه تقاطع آن با خط ؟؟؟ حذف شده ای است به مرکز ؟؟؟ و شعاعای وجود ندارد پس مکان هندسی ؟؟؟ دایرهروشنی چنین دایره

 اند.
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xروشن است که  y( , ) ( , )3 xو  2 y( , ) ( , xکنیم که مسأله جواب دیگری ندارد. اگر اند. ادعا میهای مسألهجواب 11(  آنگاه، 3

y x
8

3 2 1 1 
yباید زوج باشد. در واقع اگر  yپس  z2  گاهآن 1

y z z
8

2 13 2 9 3 3 
y پس فرض کنید z2 ،در نتیجه . 

x z z z( )( )22 3 1 3 1 3 1 

z3پس  z3و  1 z3است. پس  2هستند که اختلاف آنها  2دو توان  1 z و بنابراین، 3 x شود. نتیجه می1 y( , ) ( , )3 2 .

xهای معادله پس تنها جواب y( , ) ( , xو  11( y( , ) ( , )3  هستند. 2
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 نویسیم:می ABDها را در مثلث قانون سینوس

AB BDA x

AD BDA x

sin sin

sin sin

3
2

 

 ،پس بنابر فرض مسأله

x

x

sin

sin

3
2

2
 

xشود که تنها جواب این معادله به آسانی نتیجه می  است. 150
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 فرض کنید. چون dرا  bو  aعلیه مشترک بزرگترین مقسوم

a b a b a b

b a ab

2 21 1
 

aعددی طبیعی است، پس عبارت  b a b2 aپذیر است. پس بخش abبر  2 b a b( پذیر است. یعنی بخش abنیز بر  2(

ab  عبارتa b a b( )( dبر  abشمارد. دقت کنید که چون را می 1(  پذیر است، پس بخش 2

d a b a b| ( )( )2 1 
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 ۱۳75سال                        ۱۴دوره  اولمرحله 

aاما  b dkصورت به 1 dاول است. پس dاست و بنابراین، نسبت به  1 a b|2 یعنی .d a b2  که گزینه )الف( یعنی

d a b دهد. انتخاب را نتیجه میa bو  3  اند.های )د( و )هـ( نادرستدهد که گزینهنشان می 6

aازای هر همچنین روشن است که به b, 0، 

a b a b
a b

a b a b

( ) ( )2 2 2 22 3
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xاگر   آنگاه، 2

x x x x x( ) ( ) ( )3 2 3 2 36 13 2 6 2 13 2 10 

xپس x3 y. همچنین اگر 9 yشود ، با محاسبه مشابهی نتیجه می2 y3 دانیم که تابع می اما، 9

f t t t( ) fتابعی اکیداً صعودی و فرد است. پس چون  3 x f y( ) ( xشود نتیجه می ( y  و بنابراین،  0
x y 4 4 
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aصورت عددی متعادل و سه رقمی باشد. )توجه کنید که هر عدد متعادل دو رقمی به aفرض کنید  xx  است و بنابراینa متعادل  1

aهای هر عدد متعادل زوج است. پس برای اینکه نیست(. مجموع رقم باشد. فرض کنید 9باید  aم سمت هم متعادل باشد، رق 1

a xy9 روشن است که باید رابطه .x y ، 639، 549، 459، 369، 279، 189برقرار باشد. پس تنها عددهای متعادل سه رقمی  9

aباشد  459یا  369، 279، 189یکی از چهار عدد  aهستند. اما اگر  909و  849، 749 متعادل نیست. پس کوچکترین عدد متعادل  1

aکه  aمانند   است. 549هم متعادل باشد  1
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فرض کنید 
BM

x
BC

 صورت،در این. 
CM

x
BC

 دهیم.نشان می را با  . مساحت شکل 1

 

 

 

 

 

 
 

 صورت،قطع کنند. در این Pو  Nترتیب در را به ACو  ABهای ضلع Mهای رسم شده از فرض کنید خط

BMN x ABC

CMP x ABC( )

2

21
 

 بنابراین

N 

B M C 

P 

A 
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x x ABC BMN CMP

ABC

( ( ) ) ( )

( )

2 21

5
1

18

 

x شودنتیجه می x2 5
2 2 0

18
xهای این معادله جواب. 

1
6

xو  
5
6

تقسیم  5به  1را به نسبت  BCضلع  Mهستند. پس  

 کند. می
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nفرض کنید که 
a هایی را نشان دهد که توسط تعداد ناحیهn تایی از آنها در یک قطر کره مشترک نیستند، در کره بهصفحه که هیچ سه-

a1آید. روشن است که وجود می a2و 2 nازای هر عدد طبیعی مانند کنیم که به. ادعا می4 n
n a a n, 1 فرض کنید که . 2

,...های صفحه ,2 nکره را به  nو  1
a  ناحیه قسمت کرده باشند. اشتراک صفحهn ها یک خط است که با هر یک از این صفحه 1

lخط که آنها را  nقطری از کره را در بر دارد. و بنابر فرض مسأله، این  l..., ,2 ازای هر یک دو متمایزند. روشن است که بهنامیم دوبهمی nlو  1

nشوند و بنابراین،ناحیه جدید افزوده می n2آید. پس وجود میها دو ناحیه جدید بهاز این خط n
a a n1  n. اکنون به استقرار روی 2

توان ثابت کرد کهمی
n
a n n2 a9 . پس2 74. 
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bالزاویه را با اضلاع مثلث قائم a,  وc دهیم.نشان می 
 

 

 

 

 

 

  

ترتیب برابر اند و نسبت تشابه آنها نیز بهمتشابه ABCبا مثلث  ACHو  ABHهای روشن است که مثلث
c

a
و  

b

a
است. پس اگر شعاع  

 نشان دهیم، آنگاه r2و  r1ترتیب با های محاطی آنها را بهدایره

c b
r r r r
a a
,1 2 

 پس،

b c
r r r r

a

2 2
2 2 2 2
1 2 2

 

rدر نتیجه،  r r2 2
1 2

r یا  10. 
 
 
 
 
 

B H C 

A 
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 توجه کنید که

f c

a a
f c

f a b c

| ( ) | | |

| ( ) | | |

| ( ) | | |

0 1

1
1

2 4 2
1 1

 

 پس،

a a
c c a b c

f f f

f f f

| ( ) ( ) |

| ( ) ( ) ( ) |

| ( ) ( ) ( ) |

4 3
4 2

1
0 4 3 1

2
1

0 4 3 1
2

8

 

 اما

a b
c c a b c a b| ( ) ( ) | | |4 3 2

4 2
 

aپس b2 aکران بالایی برای  8. پس 8 b2 است و مثال 

f x x x( ) 28 8 1 
aماکزیمم مقدار  8دهد که نشان می b2 .است 
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fفرض کنید x x x( ) 33 2 fازای هر عدد حقیقی مانندکنیم که به. ادعا می2 x x( ) ,32 . برای اثبات کافی است 2

fرا پیدا کنیم. معادله  fماکزیمم  x( )  شود به،تبدیل می 0

x x( ) ( )
2 2
3 21 1

2 2 0
3 3

 

xکه دارای جواب  fاست و چون  0 ( ) 30 2 32مقدار  fشود که ماکزیمم نتیجه می 2 32است. اکنون چون  2 2 کافی است ، 3

 های جواب معادله

x x n( ) ( )
1 1
3 32 2 

nازای را به nو  1 yپیدا کنیم. اگر قرار دهیم  2 x3 xشود ، نتیجه می2 y32  و بنابراین،  4

y y n( )
1

3 34 
 یا

y n y

n n y ny y

( )3 3

3 2 2 3

4

3 3
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ny پس n y n2 2 33 3 4  اند ازهای این معادله عبارت. جواب0

n n n n
y

n

( )2 2 33 9 12 4

6
 

nازای است. به y، جواب مثبت معادله 1
1 5

2
nازای است و به   معادله 2

x y 3 2 5 

yکه طوریدارد به y2و  y1دو جواب مثبت مانند  y1 2

2
3

y و  y1 2 yتوان ثابت کرد که . به آسانی می2 y3 3
1 2 و بنابراین 4

x x1 2 0. 
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Qسه نقطه  P( , ), ( , )10 Rو  00 ( , )4 2 ای در صفحه وجود ندارد که فاصله آن کنیم که هیچ نقطهگیریم. ادعا میرا در نظر می 0

Xعددی گویا باشد. فرض کنید  Rو  Qو  Pاز هر سه نقطه  x y( ,  ای باشد. اگر چنین نقطه (

a x y

b x y

a x

c x yh

a x

,

( )

,

( )

2 2

2 2

4 2

4

1

1 2

2 2

2 2 2

 

bآنگاه  a,  وc  باید اعدادی گویا باشد. پسx1 xو  2 42 2 گویاست. اما در  xشود که اعدادی گویا هستند. از اینجا نتیجه می 2

xصورت این 42 2 Qتواند عددی گویا باشد. پس سه نقطه نمی 2 P,  وR اند.دارای خاصیت مورد نظر مسأله 

و  Aعددی گویا بزرگتر از نصف فاصله  Rتوانند منظور ما را برآورده کنند. فرض کنید نمی Bو  Aای مانند توجه کنید که هیچ دو نقطه

B های به شعاع صورت دایرهباشد. در اینR  و به مرکزهایA  وB ای مانند یکدیگر را در نقطهP کنند. فاصله قطع میP  ازA  وB 

 گویاست. 
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 توجه کنید که
x

x x x
f x( )

1

1

4 4 2
1

4 2 4 2 4 4 2
 

 پس، 
x

x
f x f x( ) ( )

4 2
1 1

4 2
 

 بنابراین



 
 

۱5 
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S f f f f( ) ( ) ( ) ( )
1 13 13 1

2
14 14 14 14

1 1

13

 

S پس /
13

6 5
2

. 
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0با عدد  9به پیمانه  aعددی با خاصیت مورد نظر مسأله باشد،  aتوجه کنید که اگر  1 9  9بر  aهمنهشت است. پس  45

a45پذیر است. همچنینبخش  99، . . . و 54، 45توان دید که همه اعداد سادگی میوجود دارد. به aمقدار برای  7. پس حداکثر 99

 وجود دارد. aمقدار برای  7خاصیت مورد نظر را دارند. پس دقیقاً 

     

 بار 13


